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Resumen
Se presenta una revisio´n a la teor´ıa de gravedad modificada la cual consiste ba´sicamene
en adicionar una funcio´n f(R) que depende u´nicamente de la curvatura escalar a la accio´n de
Einstein-Hilbert. Se discuten tres modelos en espec´ıfico inspirados en teor´ıas de cuerdas M,
donde la funcio´n f(R) esta´ compuesta por te´rminos logaritmicos y polino´micos del escalar
de Ricci. Los modelos en consideracio´n satisfacen de antemano las condiciones de estabilidad
impuestas en los modelos de gravedad f(R).
Al considerar un universo con curvatura constante y libre de campos de materia (de-Sitter)
se solucionan las ecuaciones de campo a partir de la me´trica plana FRLW, para obtener la
dina´mica que rige cada modelo. La me´trica es transformada del marco de Jordan al marco de
Einstein para determinar la evolucio´n del para´metro de escala a(t) y el para´metro de estado
asociado; donde principalmente se trata de verificar la posibilidad de predecir una etapa de
inflacio´n temprana para curvaturas muy grandes y una etapa actual de expansio´n acelerada
dominada por energ´ıa oscura para curvaturas pequen˜as.
Introduccio´n
En 1998, dos equipos de cient´ıficos estudiaron las lejanas supernovas tipo Ia, presentando
de una manera independiente evidencias de que el universo se expande con aceleracio´n positi-
va [5, 6]; un resultado sorprendente y controversial, ya que la teor´ıa general de la relatividad
predice que un universo dominado por mater´ıa o´ radiacio´n acelera de manera negativa debido
a la atraccio´n gravitacional1. La fuente de esta aceleracio´n es atribuida a la energ´ıa oscura
[7, 8], un misterioso flu´ıdo co´smico, el cual presenta una distribucio´n de densidad uniforme
y una presio´n negativa, cuya ecuacio´n de estado es ωDE = −1.
Distintos datos y observaciones astrono´micas procedentes de la radiacio´n co´smica de fondo
(CMBR), supernovas SN Ia y las oscilaciones acu´sticas bario´nicas (BAO), revelan que la
densidad de energ´ıa del universo esta´ distribuida de la siguiente manera: 4 % corresponde a
la materia bario´nica (u ordinaria), 20 % a la materia oscura y el 76 % a la energ´ıa oscura
[9]. El te´rmino de materia oscura se refiere a una forma de materia desconocida que posee
propiedades similares a la de materia ordinaria, sin embargo e´sta no ha sido detectada au´n
en los laboratorios.
Tanto la materia ordinaria como la materia oscura satisfacen la condicio´n fuerte de energ´ıa
(ρ + 3P > 0) por ende generan una atraccio´n gravitacional; por otro lado, la energ´ıa oscu-
ra no cumple dicha condicio´n, por consiguiente, genera una repulsio´n gravitacional (lo cual
puede generar una aceleracio´n positiva del universo, ya que la energ´ıa oscura predomina en
la actualidad).
Los datos astrono´micos recopilados de las diversas observaciones y los distintos desarrol-
los teo´ricos, indican que despue´s de la gran explosio´n (Big Bang) el universo debio´ pasar
por cinco eras cosmolo´gicas. La primera es la era de la inflacio´n [10], en donde el universo se
expande aceleradamente de forma muy ra´pida; debido a la inflacio´n se predice que el universo
es espacialmente plano. La segunda era cosmolo´gica corresponde a la era de la radiacio´n en
donde el universo se expande con aceleracio´n negativa y en donde se produce el Bin Bang
Nucleosynthesis (BBN) [11, 12]. La tercera era, es la correspondiente a la materia, en donde
se forman las diversas estructuras que existen en el universo actual, en e´sta era tambie´n hay
una expansio´n desacelerada del universo. La cuarta era corresponde a la era actual, en la
cual ocurre una expansio´n co´smica acelerada del universo. La u´ltima era es la era futura, en
la que se trata de evadir la singularidad del Big Rip (la cual indica que s´ı el universo contiene
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suficiente energ´ıa oscura, podr´ıa acabar en un desgarramiento de toda la materia), o bien, se
busca una solucio´n del universo tipo atractor de Sitter.
Una primera solucio´n al problema, es considerar la energ´ıa oscura como un efecto de las fluc-
tuaciones asociadas al vac´ıo cua´ntico, denominada constante cosmolo´gica Λ, cuya ecuacio´n
de estado obedece a un pa´rametro de estado (EoS) ωDE = −1; esto es, una energ´ıa del vac´ıo
con presio´n negativa, y por ende con efectos antigravitacionales. Si la constante cosmolo´gica
proviene de estas fluctuaciones, su escala de energ´ıa es por un gran nu´mero de ordenes de
magnitud mayor a la densidad de energ´ıa oscura actual (ρ
(0)
DE ' 10−47GeV 4), lo que es un
grave problema para la f´ısica de part´ıculas actual [13].
Otra manera de abordar el problema, es considerar la energ´ıa oscura como efectos puramente
geome´tricos del universo [3]. Este supuesto es estimado como punto de partida para este
trabajo, y genera una alternativa gravitacional para la energ´ıa oscura, denominada gravedad
f(R); basada fundamentalmente en considerar te´rminos no lineales de la curvatura escalar.
Por simplicidad no se considerara´n te´rminos del tipo RµνRµν
2, de hecho, las funciones que
so´lo dependen de R, son lo suficientemente generales para envolver algunas de las carac-
ter´ısticas ba´sicas de la gravedad de orden superior; adema´s de que es la u´nica de las teor´ıas
de orden superior de gravedad que evitan la inestabilidad de Ostrogradski [14]. Por otro
lado, los te´rminos de orden superior en la curvatura pueden ser predichos en el proceso de
compactificacio´n de Teor´ıa de Cuerdas M [3].
Cronologicamente se estudiaron te´rminos no lineales de la curvatura en la accio´n gravita-
cional para el estudio de campos gravitacionales fuertes en escalas cercanas a la escala de
Planck; esto es, en el universo temprano y en cercanias a singularidades tipo agujeros negros,
uno de ellos, el escenario de inflacio´n temprana de Starobinsky [15]. Empero, no se esperaba
que dichas estimaciones afectaran la fenomenolog´ıa gravitacional a bajas energ´ıas, esto es, a
grandes escalas del universo. Adema´s es de destacar que para obtener una teor´ıa normalizable
de la gravedad, necesariamente la accio´n de Einstein-Hilbert (2.1) debe involucrar te´rminos
de orden superior en la curvatura [16].
En los modelos f(R) de gravedad modificada la aceleracio´n co´smica es obtenida sin la necesi-
dad de incluir te´rminos complejos en el tensor momentum-energ´ıa, por esta razo´n, se puede
aseverar que las teor´ıas de gravedad modificada, ofrecen de manera natural una alternativa
gravitacional para la energ´ıa oscura, ya que la aceleracio´n co´smica es explicada por el simple
hecho de que el universo se expande.
En las teor´ıas de gravedad modificada se presenta de manera natural la unificacio´n de la in-
flacio´n y la aceleracio´n co´smica, gracias a los roles gravitacionales que juegan los te´rminos en
pequen˜as curvaturas (potencias negativas del escalar de curvatura) y en grandes curvaturas
(potencias positivas del escalar de curvatura).
Las teor´ıas de gravedad modificada pueden servir de base para la explicacio´n integral de la
2ver ape´ndice A
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energ´ıa oscura y la materia oscura, ya que algunos efectos cosmolo´gicos (como la rotacio´n de
galaxias) pueden ser explicados en el marco de dichas teor´ıas.
Asumiendo que el universo esta´ entrando en la fase fantasma, esto es ωDE < −1, las teor´ıas
de gravedad modificada pueden explicar satisfactoriamente la transicio´n de la fase no fantas-
ma ωDE > −1 a la fantasma sin necesidad de introducir materia exo´tica representada por
campos escalares con te´rminos cine´ticos negativos o fluidos ideales con ω < −1; adema´s de
evitar la singularidad Big Rip [17].
Es por esto, que la descripcio´n de la transicio´n desaceleracio´n - aceleracio´n en la evolucio´n
del universo y el dominio de la energ´ıa oscura, son feno´menos que puede ser asistidos por las
teor´ıas de gravedad modificada. Por otra parte, se espera que dichas teor´ıas sean utilizadas
y puestas a prueba en la f´ısica de altas energ´ıas, principalmente para explicar el problema de
Hierarchy.
No obstante, este tipo de teor´ıas afrontan problemas tales como, inconsistencias a restric-
ciones provenientes de los tests de gravedad local [18], inestabilidades por perturbaciones de
densidad de materia [19], y la ausencia de la e´poca dominada por la materia [20]. Es por
esto, que se han establecido ciertas condiciones para construir modelos satisfactorios f(R),
las cuales son:
1. f,R > 0 para R > R0
2. f,RR > 0 para R > R0
3. f(R) −→ R− 2Λ para R R0
4. 0 < Rf,RR/f,R < 1 cuando se satisface Rf,R = 2f
Donde R0 es la curvatura escalar observada actualmente. Aparte de exhibir una dina´mica
cosmolo´gica correcta, el modelo debe tener la capacidad de reproducir las eras intermedias,
es decir, generar perturbaciones cosmolo´gicas compatibles con las restricciones provenientes
de la radiacio´n co´smica de fondo, el Big Bang Nucleosynthesis, las estructuras a gran escala
y las ondas gravitacionales.
Para el desarrollo de este trabajo, se adoptara´ un espacio vac´ıo (ρ = 0) con curvatura
constante de-Sitter, lo cua´l ha sido corroborado experimentalmente (R0 = cte). Este escenario
es importante, ya que de por si un universo deSitter predice una etapa de inflacio´n, y en virtud
de la similitud de la expansio´n actual con el per´ıodo de inflacio´n temprana, el rol de esta
solucio´n es imprescindible para ambas etapas.
Con este propo´sito, se estudian tres tipos de modelos f(R) [2, 21, 22], los cuales no presentan
las inestabilidades anteriormente mencionadas. En este sentido, se considera una solucio´n en
el punto de-Sitter3 y una transformacio´n conforme al marco de Einstein4, para evaluar bajo






Partiendo de los conocimientos de la f´ısica cla´sica, fue establecido un modelo simple del
universo, en el cual se tuvo en cuenta que la masa o la energ´ıa esta´n distribuidas de una
manera uniforme en todo el universo, por consiguiente, e´ste esta´ caracterizado por una cierta
densidad de masa o de energ´ıa ρ. El principio cosmolo´gico se introduce cuando se tiene en
cuenta que el universo tiene una simetr´ıa esfe´rica desde cierto punto (origen) y por lo tanto,
cualquier porcio´n de masa de e´ste, puede ser distinguida por un vector posicio´n radial r.
Tambie´n se establece que entre estas porciones de masas existe una presio´n P , originada por
la interaccio´n gravitacional entre e´stas.
Para la descripcio´n de este modelo es necesario establecer una relacio´n entre la presio´n P , la
densidad de masa o de energ´ıa ρ y su variacio´n con el tiempo ρ˙, partiendo de la primera ley de
la termodina´mica, la cual expresa la conservacio´n de la energ´ıa de un sistema macrosco´pico
(en este caso el universo) cuya expresio´n es:
dU + dW = dQ,
donde U es la energ´ıa interna; W es el trabajo y Q el calor transferido. Al tener en cuenta la
relacio´n del trabajo en funcio´n del volumen y la presio´n:
dW = Fdr = PdV
donde F es la fuerza, dr el desplazamiento, P la presio´n ejercida por la materia y V el volumen
que ocupa el universo, que en este caso es proporcional a r3.
Al expresar la energ´ıa total en forma de su distribucio´n volume´trica
U = ρV,
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y al considerar que el universo es un sistema cerrado, es decir, no intercambia calor con
ningu´n medio externo (dQ = 0); se obtiene la siguiente relacio´n
ρ˙ = −3(ρ+ p) r˙
r
, (1.1)
la cual representa la ecuacio´n de estado y permite a su vez considerar diferentes tipos de
densidad de energ´ıa; como se realiza a continuacio´n.
1.1.1. Materia
Es posible establecer una ecuacio´n de estado para un universo el cual este´ sustancialmente







donde M representa la masa total de universo. Inmediatamente se sigue que,
ρ˙ = −3ρr˙
r
Al comparar la expresio´n anterior con (1.1), se concluye que la ecuacio´n de estado para la
materia se satisface para una presio´n nula P = 0; este resultado coincide con el caso de la
ley de un gas ideal a temperatura cero.
1.1.2. Radiacio´n
Al asumir un universo esencialmente dominado por radiacio´n (fotones), es posible estable-
cer una ecuacio´n de estado; para esto se consideran los modos de vibracio´n en una cavidad
resonante ana´loga a una cuerda de viol´ın. Una onda estacionaria sobre una cuerda fija en sus





siendo L la longitud de la cuerda, λ la longitud de onda y n un nu´mero entero (n = 1, 2, 3, ...).
Usando el hecho de que la radiacio´n se propaga a la velocidad de la luz c en la expresio´n
anterior, se obtiene la ecuacio´n para las frecuencias propias de vibracio´n de la cavidad ν = n
2L
c,






∝ V − 13
S´ı se considera el trabajo de expansio´n dU = −PdV y la relacio´n U = ρV , la presio´n se
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Se puede obtener una ecuacio´n que represente ambas ecuaciones de estado (materia y ra-





donde γ = 1 corresponde al caso de la radiacio´n y γ = 0 al caso de la materia.
Estas ecuaciones de estado son necesarias para la distincio´n entre las e´pocas de dominio de
la radiacio´n y de la materia, que dan lugar a la evolucio´n del universo.
1.1.3. Velocidad y ecuaciones de aceleracio´n
Es de vital importancia establecer la dina´mica del sistema f´ısico en consideracio´n [23], por
ende es necesario determinar las ecuaciones que describan la velocidad y la aceleracio´n del
universo. Para obtener dichas expresiones se parte de la energ´ıa total del universo; es decir,
la suma de la energ´ıa potencial y las energ´ıa cine´tica debida a la interaccio´n mutua , cuya
expresio´n esta´ dada por:
















donde H ≡ r˙
r
es llamada constante de Hubble (la cual indica la rapidez de expansio´n del
universo), m es la masa de una part´ıcula de prueba en un campo de energ´ıa potencial grav-
itacional rodeado por un gas de polvo (que no interactu´a) de masa M y r es la distancia









Al definir k ≡ − 2E
ms2
, la distancia r en te´rminos de un factor de escala a (proporcional al
radio del universo) y una constante de longitud s como r(t) ≡ a(t)s, se sigue r˙/r = a˙/a y












Esta ecuacio´n determina la rapidez de recesio´n; el factor escala es introducido porque en
Relatividad General el espacio mismo se expande. A pesar de que esta ecuacio´n se obtiene
para la materia, tambie´n es va´lida para la radiacio´n. (En efecto tambie´n es valida para el
vac´ıo). K puede ser reescalado de tal manera que en lugar de tomar valores negativo, cero
o´ valores positivos tome los valores de −1, 0 o´ +1. Desde el punto de vista Newtoniano,
e´sto corresponde a trayectorias infinitas, cr´ıticas o´ finitas. La aceleracio´n del universo (va´lida
tanto para la materia como para la radiacio´n) se obtiene al derivar respecto al tiempo la





(ρ+ 3P ) = −4piG
3
(1 + γ)ρ. (1.7)
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1.1.4. Constante cosmolo´gica
Tanto en la cosmolog´ıa de Newton como en la relativista, el universo es inestable ante un
colapso gravitacional. Newton como Einstein cre´ıan que el universo era esta´tico, para esto,
Einstein introdujo una fuerza gravitacional repulsiva, llamada constante cosmolo´gica, la cual
corresponde a la adiccio´n de un te´rmino positivo (convencionalmente se considera de la forma
Λ
3









(esta ecuacio´n aparacera´ de nuevo en la solucio´n de las ecuaciones de campo de Einstein);
siendo totalmente equivalente a adicionar una fuerza gravitacional repulsiva a la 2da Ley de























la cual representa un oscilador armo´nico simple repulsivo. Al sustituir en la ecuacio´n de
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1.2. Cosmolog´ıa relativista
Como su nombre lo indica la cosmolog´ıa relativista se basa en la teor´ıa general de la
relatividad para plantear modelos f´ısicos del universo. En esta seccio´n se estudiara´ la me´trica
de Friedmann-Lemaˆıtre-Robertson-Walker (FLRW), la cual, al ser introducida en las ecua-
ciones de campo de Einstein proporciona informacio´n sobre el para´metro principal que rige
la dina´mica del universo en consideracio´n (a(t)).
1.2.1. Me´trica de FLRW
En virtud de satisfacer el principio cosmolo´gico se considera un espacio-tiempo de la forma
R× Σ [25], donde R representa la direccio´n del tiempo y Σ una tres-variedad homoge´nea e
iso´tropa. La utilidad de homogeneidad e isotrop´ıa implica que Σ sea un espacio ma´ximamente
sime´trico ( iso´tropa en el sentido de que es invariante bajo rotaciones y homoge´nea en el
sentido de que es invariante bajo traslaciones). Por lo tanto se adopta una me´trica de la
forma,
ds2 = −dt2 + a(t)2γijduiduj, (1.10)
donde t representa la coordenada temporal (tipo tiempo), (u1, u2, u3) son las coordenadas en
Σ y γij es la me´trica ma´ximamente sime´trica en Σ. La funcio´n a(t) es el factor de escala que
representa la medida en la variedad, el cual se considera dependendiente del tiempo. Una
me´trica ma´ximamente sime´trica satisface,
(3)Rijkl = k(γikγjl − γilγjk), (1.11)
donde k es una constante y el super´ındice (3) en el tensor de Riemann, indica que e´ste,
esta´ asociado con la tres-me´trica γij, y no a la me´trica de todo el espacio-tiempo; as´ı, el
tensor de Ricci es entonces [1],
(3)Rjl = 2kγjl. (1.12)
Un tipo de espacio ma´ximamente sime´trico es el esfe´ricamente sime´trico [26], donde la me´trica
puede tomar la forma
dσ2 = γijdu
iduj = e2β(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2(θ)dφ2) (1.13)




que proporciona una me´trica en el espacio-tiempo de la forma
ds2 = dt2 − a(t)2
[
dr2




llamada me´trica de Freidmann-Lemaˆıtre-Robertson-Walker.
Las siguientes sustituciones dejan la ecuacio´n (1.15) invariante,




Es por esto que se puede reescalar el para´metro k por k|k| ; donde se presentan tres casos de
intere´s: k = −1, k = 0 y k = +1. El caso k = −1 corresponde a una curvatura negativa
constante en Σ y es llamado abierto, el caso k = 0 corresponde a un espacio plano en Σ,
es decir, con curvatura nula; el caso k = +1 corresponde a una curvatura positiva en Σ y es
llamado cerrado.




(aa¨+ a˙2 + k). (1.16)
El universo no es vac´ıo, por lo tanto las soluciones vac´ıas de la ecuaciones de campo de
Einstein no son consideradas; por este motivo y como primera aproximacio´n, se considera
el universo constituido por un fluido perfecto. El tensor momemtum-energ´ıa para un fluido
perfecto esta´ descrito por,
Tµν = (p+ ρ)UµUν + pgµν , (1.17)
donde ρ y p corresponden respectivamente a la densidad de energ´ıa y presio´n del fluido
medidas en un marco de referencia en reposo respecto al fluido (sistema coordenado como´vil)
y Uµ es la cuadri-velocidad del fluido. Es claro que, s´ı Uµ es un tensor, por el principio de
equivalencia e´ste es invariante en cualquier sistema de referencia inercial o no inercial. La
cuadri-velocidad es entonces [27]
Uµ = (1, 0, 0, 0), (1.18)
y el tensor momemtum-energ´ıa es
Tµν =






Donde la traza esta´ dada por
T µµ = −ρ+ 3p; (1.19)
la ecuacio´n de conservacio´n de la energ´ıa del elemento de fluido adquiere su forma tensorial
por T µν ;ν = 0, de donde se obtiene,
−∂tρ− 3 a˙
a
(ρ+ p) = 0. (1.20)
Lo que se trata de buscar, es una ecuacio´n de estado que relacione la densidad de energ´ıa ρ
y la presio´n p; esencialmente todos los fluidos perfectos relevantes en cosmolog´ıa obedecen a
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la simple ecuacio´n de estado p = ωρ [28], donde ω es un para´metro independiente del tiempo;
es por esto que (1.20) esta´ dada por
ρ˙
ρ
= −3(1 + ω) a˙
a
; (1.21)
esta expresio´n puede ser integrada para obtener lo siguiente,
ρ ∝ a−3(1+ω) (1.22)
Los dos ejemplos ma´s populares de fluidos cosmolo´gicos son los compuestos por polvo y
radiacio´n. El fluido de polvo (presio´n nula) obedece a ω = 0 [29]; por ejemplo, las estrellas y
galaxias ordinarias para las cuales la presio´n es despreciable en comparacio´n con la densidad
de energ´ıa. El flu´ıdo de polvo se puede asociar con el comportamiento de la materia y los
universos para los cuales la densidad de energ´ıa es en su mayor´ıa debida a este flu´ıdo se
les denomina universos dominados por materia. La densidad de energ´ıa en la materia
decae como ρpolvo ∝ a−3, esto se interpreta como el decremento en la densidad del nu´mero
de pat´ıculas a medida que el universo se expande.
El otro tipo de fluido, la radiacio´n, puede ser empleado para describir la radiacio´n elec-
troma´gnetica o part´ıculas masivas movie´ndose a velocidades suficientemente cercanas a la de
la luz, que son indistinguibles, para propo´sitos practicos de los fotones; por lo tanto, el tensor
momemtum-energ´ıa puede ser expresado en te´rminos del tensor de Maxwell, donde la traza















Un universo, en el cual, la mayor parte de la densidad de energ´ıa esta´ compuesta por radiacio´n,
se le denomina universo dominado por radiacio´n y cuya densidad de energ´ıa decae como
a−4. La energ´ıa del vac´ıo tambie´n se puede considerar, ello implica que en las ecuaciones de
campo de Einstein se introduzca la constante cosmolo´gica, por lo tanto,
Gµν = 8piGTµν − Λgµν (1.25)
De donde, se obtiene que el tensor momentum-eneg´ıa para el vac´ıo es,




e´ste posee la forma de un fluido perfecto con
ρ = −p = Λ
8piG
. (1.27)
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Por lo tanto, se obtiene que ω = −1 y la densidad de energ´ıa del vac´ıo es independiente del
para´metro de escala a. Ahora, s´ı la densidad de energ´ıa y de radiacio´n decaen a medida que
el universo se expande, la densidad del vac´ıo tendera´ a crecer, si e´sto sucede, se dice que el
universo se encuentra dominado por el vac´ıo.




= 4piG(ρ+ 3p). (1.28)











= 4piG(ρ− p). (1.29)
















denominadas ecuaciones de Friedmann. Se establecen 3 para´metros cosmolo´gicos, los cuales























La ecuacio´n de Friedmann (1.31) puede ser reescrita como
Ω− 1 = k
H2a2
, (1.36)
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Figura 1.1: Para´metro de escala a vs. t, para a¨ = 0 (l´ınea punteada), a¨ < 0 (l´ınea continua)
donde, el signo k determina si Ω es mayor, igual o´ menor a uno y se describen a continuacio´n
[7]:
ρ < ρcrit ↔ Ω < 1 ↔ k = −1 ↔ abierto
ρ = ρcrit ↔ Ω = 1 ↔ k = 0 ↔ plano
ρ > ρcrit ↔ Ω > 1 ↔ k = +1 ↔ cerrado
Por consiguiente, el para´metro de densidad, indica la geometr´ıa del universo (abierto, plano,
cerrado). Ahora, al considerar el valor de la constante cosmolo´gica Λ igual a cero y el universo
como un fluido bien comportado, es decir, con una energ´ıa positiva (ρ > 0) y una presio´n
no negativa (p ≥ 0); debido a (1.30), se obtiene que a¨ < 0, lo cual significa que el universo
se encuentra desacelerando; un resultado esperado, ya que la atraccio´n gravitacional de la
materia en el universo es contraria a la expansio´n de e´ste. El hecho de que el universo so´lo
pueda desacelerar, significa que en el pasado e´ste se expandio´ de una manera ma´s ra´pida que
en la actualidad. Entonces, si se traza una evolucio´n hacia atra´s en el tiempo, inevitablemente
se llega a una singularidad a = 0. S´ı a¨ = 0 entonces a(t) es una l´ınea recta y por lo tanto la
edad del universo podr´ıa ser H−10 ; en el tiempo actual, para el tipo de densidad de energ´ıa
en consideracio´n, a¨, es negativa; por ende la edad del universo es sorpresivamente, menor al
tiempo en el que ocurrio´ esta singularidad [31].
La singularidad en a = 0 se denomina Big-Bang, la cual representa el surgimiento del
universo; es de aclarar que las teor´ıas de singularidades predicen que universos con densidad
de energ´ıa ρ > 0 y presio´n p ≥ 0 , deben surgir a trave´s de una singularidad [32]; por otro
lado, a medida que a tiende a cero, la densidad de energ´ıa crece indefinidamente, algo que no
puede ser explicado por la relatividad general cla´sica. En ciertos casos, vale la pena considerar
las soluciones exactas de las ecuaciones de Friedmann, las cuales describen diferentes modelos




ρa2 + |k|; (1.37)
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Figura 1.2: Para´metro de escala a(t) para un universo abierto(k = −1), plano(k = 0) y
cerrado(k = +1) [1]
el te´rmino de la derecha siempre sera´ positivo, lo cual indica que a˙ nunca pasara´ por cero;
e´sto tiene como significado, que un universo abierto o´ plano se expandira´ por siempre. Por










el te´rmino de la derecha siempre es cero o negativo; por lo tanto,
d
dt
(ρa3) ≤ 0 (1.39)
e implica que ρa2 → 0; e´sto determinara´ una expansio´n constante del universo cuando a(t)→
∞. Para el valor de k = −1 y al tener en cuenta (1.37), a(t) → ∞, se obtiene la expansio´n
con a˙→ 1; mientras que para el valor de k = 0, el universo se sigue expandiendo, pero de una





ρa2 − 1; (1.40)
el argumento de que ρa2 → 0 cuando a(t) → ∞ tambie´n es va´lido, pero en este caso (1.40)
puede ser negativo, algo que no puede suceder; por lo tanto el universo no se expande in-
definidamente y a tiende a un valor ma´ximo amax y (1.30) implica que,
a¨ −→ 4piG
3
(ρ+ 3p)amax < 0; (1.41)
por consiguiente a¨ es finita y negativa en amax. Cuando el para´metro a supera a amax, e´ste
empieza a decrecer (con a¨ < 0) hasta llegar a ser cero, esta fase es denominada (Big Crunch).










18 1. MARCO TEO´RICO



















(− sinhφ+ φ), (1.44)




ρa3 = constante. (1.45)











































ρa4 = constante (1.49)
En un universo dominado por el vac´ıo ρ o p pueden ser negativos; si se considera Λ < 0
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Las soluciones para Λ > 0 representan un mismo espacio, pero en diferentes coordenadas;
este espacio es ma´ximamente sime´trico y es denominado espacio de-Sitter; la solucio´n para




2.1. Accio´n de Einstein-Hilbert
Existen gran variedad de sistemas f´ısicos cuyas ecuaciones dina´micas pueden ser derivadas
a partir del principio variacional, el cual expresa que para cierto funcional de variables dina´mi-
cas, la accio´n no cambia con respecto a pequen˜as variaciones de dichas variables.
En relatividad general el principio variconal procede con la especificacio´n de una densidad
lagrangiana L, la cual se asume como un funcional dependiente de la me´trica y sus derivadas;
es decir,
L = L(gµν ,∇ρgµν ,∇σ∇ρgµν , ...).






sobre una regio´n Ω de cierta variedad. El principio de mı´nima accio´n establece, que al realizar
una variacio´n arbitraria de la me´trica, gµν → gµν + δgµν la cual es nula en la frontera ∂Ω
de Ω, entonces I debe ser estacionaria; es decir δI = 0. El tensor que posee a la me´trica y
a sus derivadas, es el tensor de curvatura Rλσµν , donde la u´nica cantidad escalar posible de
construir a partir de e´ste es el escalar de Ricci Rµνg





∫ √−g(R + Lm)d4x, (2.1)
donde g es el determinante de la me´trica gµν , R es el escalar de Ricci, κ2 = 8piGc−4 (G es
la constante gravitacional y c es la velocidad de la luz en el vacio´ ) y Lm es la densidad
lagrangiana correspondiente a los campos de materia integrados sobre la variedad espacio-
temporal.
Al variar (2.1) respecto a la me´trica gµν y a trave´s del principio de mı´nima accio´n (δgµν = 0)
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2.2. Teor´ıas de gravedad modificada f (R)
Las teor´ıas de gravedad modificada o teor´ıas f(R) como se les conoce, consisten en modi-
ficar o generalizar la accio´n de Einstein - Hilbert (2.1) por una funcio´n f(R) de la curvatura






√−gf(R) + Sm. (2.3)
Donde Sm es la accio´n correspondiente a los campos de materia.
Al variar (2.3) respecto a la me´trica gµν1 se obtiene :
f ′(R)Rµν − 1
2
f(R)gµν − [∇µ∇ν − gµν]f ′(R) = κ2Tµν (2.4)
Donde f ′ = ∂f
∂R





Es interesante notar que para el caso part´ıcular cuando f(R) = R + 2Λ, (2.4) describe las
ecuaciones de campo de Einstein con constante cosmolo´gica dadas por (1.25) de la forma,
Rµν − 1
2
gµνR + Λgµν = κ
2Tµν . (2.5)
Multiplicando (2.4) por la me´trica gµν
f ′(R)gµνRµν − 1
2
f(R)gµνgµν − gµν [∇µ∇ν − gµν]f ′(R) = κ2gµνTµν
f ′(R)R− 4
2
f(R)− [− 4]f ′(R) = κ2T
Se obtiene la traza de dicha ecuacio´n, la cual esta dada por:
f ′(R)R− 2f(R) + 3f ′(R) = κ2T (2.6)
Donde T = gµνTµν = −ρm + 3Pm es la traza del tensor momentum - energ´ıa; ρm y Pm, son
la densidad de energ´ıa y la presio´n de la materia respectivamente. Cuando la solucio´n de la
1ver Ape´ndice A.
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ecuacio´n (2.6) es una constante [8], es decir R = cte ( lo cual implica que f ′(R) = 0 ) y
Tµν = 0 ( que indica que el universo esta´ vac´ıo o sin materia ) e´sta se reduce a:
f ′(R)R− 2f(R) = 0 (2.7)
S´ı R = 0 es una ra´ız de (2.7), la ecuacio´n (2.4) se reduce a Rµν = 0, por lo tanto la solucio´n
es el espacio - tiempo de Minkowski [34]. Por otro lado, cuando la ra´ız es R = C en donde C
es una constante [34], (2.4) se reduce a Rµν =
C
4
gµν , por lo tanto la solucio´n es un espacio
de Sitter (s´ı C > 0) o´ anti-de Sitter (s´ı C < 0) .
Al introducir la me´trica espacialmente plana FLRW (k = 0) en las ecuaciones de cam-
po (2.4) se obtienen las ecuaciones que rigen la dina´mica del universo en consideracio´n, estas
son2:
3f ′H2 = κ2ρm +
Rf ′ − f
2
− 3HR˙f ′′, (2.8)
−2H˙f ′ = κ2(ρm + Pm) + R˙2f ′′′ + R¨f ′′ −HR˙f ′′ (2.9)
Una motivacio´n importante en los modelos de las teor´ıas f(R), es explicar la expansio´n
acelerada del universo sin necesidad de incluir te´rminos de energ´ıa oscura (o un campo
inflato´n); una forma fac´ıl para realizar e´sto, es definir una densidad de energ´ıa efectiva ρeff
y una presio´n efectiva Peff de la geometr´ıa como [8, 34] :
κ2ρeff =












Donde ρeff tiene que ser estrictamente positiva , al inspeccionar la ecuacio´n (2.8).
S´ı se considera un universo vac´ıo, las ecuaciones (2.8) y (2.9) toman la forma esta´ndar de
las ecuaciones de Friedmann




= κ2(ρeff − 3Peff ) (2.13)
Por lo tanto, la correcio´n de la curvatura puede ser vista como un fluido efectivo. La ecuacio´n










− 3HR˙f ′′ (2.14)
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En te´rminos de la cantidad φ(R) ≡ f ′(R) la ecuac´ıon (2.14) se puede escribir como:




Las cantidades ρeff y peff esta´n relacionadas mediante la siguiente ecuacio´n de continuidad:
ρ˙eff + 3H(ρeff + peff ) = 0 (2.16)
Al tomar una solucio´n vac´ıa (Tmat = 0) y la ecuacio´n(2.16), se obtiene la siguiente relacio´n
para el para´metro de estado [8],
ωeff = −1− 2H˙
3H2
, (2.17)
el cual sera´ importante para determinar el tipo de fluido presente en un universo vac´ıo, no´tese
que cuando ωeff = −1 la energ´ıa oscura es considerada.
Los modelos f(R) que se estudian [2, 21, 22], esta´n determinados por una accio´n que







Sin embargo las ecuaciones dina´micas resultantes son complicadas; por este motivo es nece-






√−g{B(R− A) + f(A)} (2.19)










Variando (2.19) con respecto a B, da como resultado R = A, al reemplazar e´sto en (2.19) se
reproduce la accio´n (2.18). Al variar (2.19) con respecto a A se obtiene:
B = f ′(A) (2.21)
que al resolver con respecto a A se llega a:
A = g(B) (2.22)






√−g{f ′(A)(R− A) + f(A)} (2.23)
La accio´n (2.23) es llamada accio´n en el marco de Jordan con campos auxiliares. Sin embargo,
resulta ma´s conveniente trabajar en el marco de Einstein. Bajo la transformacio´n conforme
[25]
gµν −→ Υgµν = e−σgµν = (gµν)E
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La cual implica que :
R = Υ[RE + 3E(ln Υ)− 3
2
(gµν)E∂µ ln Υ∂ν ln Υ]









σ = − ln f ′(A)
Donde el sub´ındice E en las variables, indica que e´stas forman parte del marco de Einstein [36].








e−2σ(RE − 3Eσ − 3
2










RE − 32(gµν)E∂µσ∂νσ −Ae−σ + f(g(e−σ))e−2σ
e−2σ
]










gµν∂µσ∂νσ − V (σ)
]
(2.24)
En donde, V (σ) corresponde a :





Lo anterior muestra la relacio´n entre las teor´ıas f(R) y la teor´ıa escalar-tensor [37]. Para obtener las
ecuaciones dina´micas se var´ıa respecto a la me´trica gµνE la accio´n (2.24); al considerar la me´trica































el campo escalar σ satisface la ecuacio´n de Klein Gordon 4
3(σ¨ + 3HE σ˙)− V ′(σ) = 0 (2.29)
3ver Ape´ndice C.
4ver Ape´ndice D.
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Donde HE es el para´metro de Hubble en el marco de Einstein, definido por HE ≡ a˙EaE . Finalmente,
combinando (2.26) y (2.28) se obtiene una ecuacio´n diferencial la cual, una vez es obtenida la









Modelos de Teor´ıas f (R)
Existen diversos modelos de teor´ıas f(R) [7, 3, 38, 17, 18, 4, 8, 39]. En este trabajo se consideran
algunos de los ma´s exitosos, inspirados en los modelos de cuerdas M.
3.1. Primer Modelo
Conside´rese la funcio´n f(R) [2]
f(R) = R− a
(R− Λ1)n + b(R− Λ2)
m (3.1)
donde los coeficientes n,m, a, b > 0, pero n,m pueden tomar valores fraccionarios. Dependiendo
de los valores Λ1 y Λ2, se puede observar en (3.1) que para grandes curvaturas los te´rminos con
potencias positivas dominan; por otro lado para curvaturas pequen˜as los te´rminos dominantes son
aquellos que poseen potencias negativas.
Usando la ecuacio´n de movimiento (2.7) se obtiene:
0 = −R+ (n+ 2)a
(R− Λ1)n + (m− 2)b(R− Λ2)
m (3.2)
Cuando n = 1 y m = 2 (3.2) se convierte en:
R2 −RΛ1 − 3a = 0 (3.3)
Solucionando (3.3) se llega a:





S´ı a > 0, la solucio´n R+ corresponde a un espacio deSitter y R− corresponde a un espacio anti-
deSitter. Por otro lado si se considera
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Las dos soluciones correspondera´n a un espacio deSitter s´ı −Λ2112 < a < 0. Al examinar el caso cuando
n = 1, m = 3 y Λ1 = Λ2 = 0 la ecuacio´n (3.2) se convierte en:
0 = −R+ 3a
R
+ bR3 (3.5)
Para a y b positivos , la ecuacio´n (3.2) tiene dos soluciones en general [2]. Existe una solucio´n cuando
la curvatura, a y b toman valores pequen˜os; por lo tanto (3.5) se transforma en:
0 = −R+ 3a
R
(3.6)
cuya solucio´n que expresa un espacio deSitter es Rs =
√
3a. La otra solucio´n se obtiene cuando la
curvatura es grande , por ende (3.5) se transforma en:
0 = −R+ bR3 (3.7)
cuya solucio´n, la cual representa un espacio deSitter es Rl = b
− 1
2 . Ya que la ra´ız cuadrada del escalar
de curvatura corresponde a la tasa de expansio´n de un universo deSitter (R = 12H2), la inflacio´n
podr´ıa ser generada por la solucio´n Rl, mientras que la aceleracio´n actual podr´ıa ser generada por
Rs [2].
El potencial (2.25) para este caso esta dado por:
V (A) =
a{(n+1)A−Λ1}
(A−Λ1)n+1 + b{(m− 1)A+ Λ2}(A− Λ2)m−1{
1 + an
(A−Λ1)n+1 + bm(A− Λ2)m−1
}2 (3.8)
Cuando A→ ±∞
V (A)→ m− 1
bm2
A−m+2 (3.9)




(A− Λ1)n+1 → 0 (3.10)
Ya que el potencial (3.8) es complicado, conside´rese el caso en donde n = 1 , m = 2 y Λ1 = Λ2 = 0,









Cuando A→ ±∞, V (A)→ 14b . S´ı V (A) = 0 se obtiene
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+ 2bA = 0 (3.13)
Al denominar la solucio´n de (3.13) como A0, se puede notar que A0 < 0 s´ı a, b > 0. La derivada del

















, A = ±
√
3a (3.15)
El ana´lisis anterior fue un simple bosquejo del potencial. Este es cero cuando A = 0 y A = − (2ab ) 13 ,
tiene un valor asinto´tico dado por 14b . El potencial es singular cuando A toma un valor negativo
A = A0. El potencial tiene tres puntos extremos, dos de estos estan dados cuando A toma los valores







3a, el otro extremo esta dado por el valor negativo A = −√3a.




+ 2bA ∼ a
A2
(3.16)







S´ı A es pequen˜o, el potencial (3.11) toma la forma:
V (A) ∼ 2
a
A3 ∼ 2√ae 32σ (3.18)
En la regio´n donde A es pequen˜o, el universo evoluciona segu´n la ley de potencias para la inflacio´n, lo
cual se demostrara´ mas adelante. Se puede considerar el siguiente escenario cosmolo´gico: Supo´ngase
que el universo comienza con un grande pero finito valor de A, debido a que A corresponde f´ısica-
mente al escalar de curvatura R. Entonces el universo se expande rapidamente porque
√
R es la
tasa de expansio´n del espacio deSitter. Cuando A llegue a valores pequen˜os , la tasa de expansio´n
se vuelve pequen˜a; en este momento el universo empieza a expandirse segu´n la ley de las potencias
[2].
A continuacio´n algunas formas t´ıpicas de V (A) son consideradas. En la figura 3.1, cuando
A → ±∞, V (A) se aproxima a el valor constante 14b ; V (A) es cero en A = 0 y A = −(2ab )
1
3 < 0.
Cuando A→ A0 < 0 el potencial diverge. Existe un mı´nimo negativo en A = −
√
3a. En la figura 3.2
se muestra la regio´n en donde A ∼ 0,5, en e´sta existen dos puntos extremos, los cuales corresponden
a A = (ab )
1






3a). S´ı el universo comienza con A =
√
3a, el cual es un valor
localmente estable, e´ste estar´ıa en una fase deSitter. El universo puede comenzar con A = (ab )
1
3 en
donde es inestable [2].
Con base en la ecuaciones (2.26, 2.28, 2.29), las cuales, expresan la dina´mica del campo σ y
considerando el potencial V (σ) para curvaturas pequen˜as dado por (3.18), es posible obtener una
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Figura 3.1: V (A)b versus Ab para ab2 = 110 . Figura tomada de [2]
solucio´n para σ recurriendo a la simetr´ıa Noether para las teor´ıas f(R) [40], la cual reduce la















tE es la coordenada temporal en el marco de Einstein, la cual esta´ relacionada con la coordenada
temporal en el marco de Jordan mediante e
σ




E = t (3.21)
As´ı la ley de potencias para la inflacio´n ocurre en el marco de Jordan
a = e
σ
2 aE ∝ t
2
3
E ∝ t2 (3.22)
Por consiguiente en pequen˜as curvaturas, la aceleracio´n co´smica es prevista por te´rminos que con-
tienen potencias negativas de R [2], y el universo presente podr´ıa evolucionar segu´n la ley anterior
(3.22).
Al considerar el caso cuando la curvatura es grande, el potencial tiende a un valor constante
V (A)→ 14b . Entonces de (2.26) se puede estimar que σ˙ es pequen˜o, por lo tanto la ecuacio´n (2.30)
se convierte en:
Figura 3.2: V (A)b versus Ab para ab2 = 110 para la regio´n Ab ∼ 0,5. Figura tomada de
[2]










Lo cual muestra que el espacio-tiempo es deSitter y por lo tanto el universo se expande exponen-
cialmente. Examinando el caso general R = A ∼ Λ1, se obtiene que:
e−σ ∼ an(A− Λ1)−n−1 (3.25)
Cuando e−σ → +∞




























E = t (3.28)
Por consiguiente la ley de potencias para la aceleracio´n co´smica ocurre en el marco de Jordan:
a ∝ t (n+1)(2n+1)n+2 (3.29)
Por otro lado cuando la curvatura R = A es grande
e−σ ∼ bm(A− Λ2)m−1 (3.30)
Cuando e−σ → +∞
























E = t (3.32)
As´ı en el marco de Jordan el universo se contrae mediante la ley de potencias, s´ı m > 2
a ∝ t− (m−1)(2m−1)m−2 (3.33)
Por supuesto, si se cambia el tiempo t por t → t0 − t, la inflacio´n ocurre con el inverso de la ley
de las potencias y en t = t0 el taman˜o del universo diverge [2]. Por u´ltimo se analiza el para´metro
de estado ωeff para tener alguna idea sobre el comportamiento de la energ´ıa oscura. S´ı el universo
esta´ en fase deSitter el pa´rametro de estado toma el valor ωeff = −1, por lo tanto se tiene un
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universo dominado totalmente por energ´ıa oscura. Cuando el factor de escala esta´ dado por (3.22),




Considerando lo anterior se propone el siguiente escenario cosmolo´gico. Supo´ngase que el universo
empieza con una gran curvatura, el cual esta´ dominado por la energ´ıa oscura (puede ser un espacio
deSitter); cuando la curvatura se vuelve pequen˜a el universo empieza a evolucionar segu´n la ley de
potencias (3.22); debido a (3.34) se infiere que el campo escalar σ es del tipo de quinta-esencia.
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3.2. Segundo Modelo
Considerese la funcio´n [21]
f(R) = R+ α′ ln(
R
µ2
) + βRm, (3.35)
donde los coeficientes α′ y β pueden tomar valores en todos los reales. Se asume una solucio´n tipo
de-Sitter (R = R0 = cte) que de acuerdo con la ecuacio´n (2.7) se obtiene:
0 = R+ 2α′ ln
R
µ2
− α′ ≡ F (R) (3.36)
Si se considera α′ = 0, es decir, no se tiene en cuenta el aporte de lnR; la u´nica solucio´n es para
R = 0; por lo tanto, si el punto de partida es una solucio´n para R grande correspondiente a la
inflacio´n temprana, R decrecer´ıa hasta estabilizarse en el punto de-Sitter, deteniendose la inflacio´n.
Para m = 2, (3.36) se simplifica y se obtiene




Si α′ > 0, F (R) incrementa mono´tonamente, esto es,
l´ım
R→0
F (R) = −∞, l´ım
R→+∞
F (R) = +∞,
es decir, so´lo existe una solucio´n de (3.36), la cual podr´ıa coincidir con el per´ıodo de inflacio´n
temprana [10].
Si ahora α′ < 0,
l´ım
R→0
F (R) = +∞, l´ım
R→+∞
F (R) = +∞.
El punto cr´ıtico de F es,
F ′(R) = 1 +
2α′
R
= 0→ R = −2α′;
si F (−2α′) > 0, entonces no existe solucio´n alguna para el punto de-Sitter. Para F (−2α′) = 0, existe
so´lo una solucio´n. Si F (−2α′) < 0 existen dos soluciones con la restriccio´n de que −2α′
µ2
> 4,48,
donde posiblemente la solucio´n grande para R corresponda a la inflacio´n en el universo temprano y
la ma´s pequen˜a a la aceleracio´n actual.
Ahora bien, es necesario realizar una transformacio´n conforme a la me´trica para analizar los re-
sultados desde otro marco, que en nuestro caso es el marco de Einstein (2.24), con el propo´sito de
verificar los resultados que se obtuvieron y obtener mayor informacio´n sobre el factor de escala a(t)
puesto que (3.36) es una ecuacio´n trascendental. Continuando con m = 2 y deacuerdo a (2.21),




se resuelve para A,
A =
−(1− e−σ)±√(1− e−σ)2 − 8βα′
4β
. (3.39)
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el cual puede ser expresado usando a (3.39) en te´rminos de σ, como sigue:




1− ln −(1− e









Si se considera A pequen˜o, de (3.38) se obtiene que A ' ±α′eσ; donde +(−) corresponde al caso
α′ > 0(α′ < 0). Por lo tanto cuando A→ 0 corresponde a σ → −∞ y






, V (σ) ∼ −α′σe2σ








donde V (A) es una funcio´n que incrementa mono´tonamente si β > 0 y tiende a estabilizarse en














)3 = 0; (3.43)
donde
−α′ + 2α′ ln A
µ2
+A = 0, (3.44)









La solucio´n A0 podr´ıa ser producto del reescalamiento de la me´trica, debido a que no es una solucio´n




= 0 = − α
′
A2
+ 2β → A0 (3.46)
Se encuentra para el caso de α′, β > 0, que si A0 < A1 (A0 > A1) la solucio´n A1 es localmente
estable (inestable), donde A1 es la solucio´n de (3.44).
Por otro lado, si α′ < 0 y β > 0, existe una singularidad en V (A) cuando 1 + α
′
A + 2βA = 0, que de













Figura 3.3: Potencial V (A) con α′ > 0.
(3.38) equivale a σ → +∞.
Para α′ > 0, se menciono´ anteriormente que so´lo exist´ıa una solucio´n, la figura 3.3 representa
el potencial V (A) el cual inicia con una curvatura A = R = Rinicial grande, donde el potencial
V (A) se hace ma´ximo, representando el escenario de inflacio´n temprana. Despue´s, la curvatura de-
crece suavemente con el potencial y se detiene en el punto estable R0, el cual puede corresponder
a la aceleracio´n actual en (3.36). Se puede notar que el potencial V (A), juega el rol de constante
cosmolo´gica, siendo el encargado de conducir el universo por sus diferentes etapas.
Se procede ahora con la solucio´n de las ecuaciones dina´micas para el campo σ, a partir de las
ecuaciones (2.26, 2.28, 2.29), y el campo V (σ) para cuando A → 0 (σ → −∞), puesto que es
la solucio´n de mayor intere´s ( e´poca correspondiente al per´ıodo actual que atraviesa el universo).
Es as´ı, donde al tener en cuenta la no-linealidad de las ecuaciones para σ, se recurre a me´todos
autosimilares, cuyas soluciones son expresadas en te´rminos de una variable auto-similar tˆ = tEt0 , de
la siguiente manera [21]:









Obtenida la solucio´n para σ, se recurre a (2.30) para hallar la respectiva forma del para´metro de




E + ... (3.48)
La coordenada temporal tE en el marco de Einstein esta´ relacionada con el tiempo t en el marco de
Jordan (que corresponde al marco f´ısico), por la relacio´n e
σ
2 dtE = dt; por lo tanto, el tiempo f´ısico
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E , obteniendo para el factor de escala la siguiente ley de potencias [37]
aˆ = e
σ






Por lo tanto, se obtiene que ˙ˆa > 0 con ¨ˆa < 0, lo que produce una desaceleracio´n en el para´metro de
escala. Del resultado anterior se infiere que, en un universo sin materia, a medida que la curvatura
R (R→ 0) decrece, justo despue´s del per´ıodo de inflacio´n donde la curvatura es infinita, se produce
una etapa de expansio´n acelerada; es aqu´ı donde el campo escalar σ domina en la solucio´n a razo´n
en que el tiempo tE transcurre y se acerca al tiempo t0 y produce la desaceleracio´n de la expansio´n.
Por lo anterior, se considera el tiempo t0 pertenenciente a la variable auto-similar de la solucio´n del
campo escalar, como el tiempo transcurrido entre la inflacio´n y la etapa actual del universo.
Resulta de intere´s conocer el tipo de densidad de energ´ıa asociado al campo escalar σ, de mo-
do que pueda conducir al universo de una e´poca acelerada a una e´poca de desaceleracio´n; para esto,







→ H˙ = − 1
2t2
;
con lo anterior, se recurre a (2.17) donde se obtiene ω = 13 , el cual es el correspondiente a un fluido
en forma de radiacio´n (1.2), a pesar de no haber considerado campos de materia en las ecuaciones
de campo.
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3.3. Tercer Modelo
El tercer modelo a considerar esta´ determinado por una funcio´n, f(R) [22], de la forma,
f(R) = R+ fHS(R) (3.50)
Donde, fHS(R) esta´ definida como:





La cual satisface las siguientes condiciones:
l´ım
R→∞
fHS(R) = const; (3.52)
l´ım
R→0
fHS(R) = 0 (3.53)




fHS(R) = −Λi (3.54)
Cuando la curvatura R es muy grande, la ecuacio´n de movimiento (2.7) toma la forma:
0 = 2(R− Λi)−R (3.55)
R = Λi (3.56)
La solucio´n anterior expresa un espacio deSitter solo s´ı Λi > 0. A su vez Λi podr´ıa ser una constante
cosmolo´gica del universo temprano con la cual se puede generar la inflacio´n [22]. Ahora consideremos
que la funcio´n fHS(R) toma un valor muy pequen˜o en el universo actual (para ser consistentes con
(3.53)), esto es:
fHS(R0) = −2R0; f ′HS(R0) ∼ 0 (3.57)
R0 representa la curvatura actual del universo. Cuando la curvatura es pequen˜a la ecuacio´n (2.7)
toma la forma
0 = 2(R− 2R0)−R (3.58)
R = 4R0 (3.59)
La solucio´n anterior puede expresar la aceleracio´n actual y representa un espacio deSitter. Con-
siderando las estimaciones realizadas en [38], en donde m2/R → 0 (lo cual no significa que R sea
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Por lo tanto la funcio´n f(R) es:
f(R) = R− c1
c2
m2 (3.62)











R ∼ κ2 c1
c2
m2 ∼ R0 ∼ (10−33eV )2 (3.65)
Lo cual es consistente con [22]. As´ı se puede considerar el valor κ2 c1c2m
2 como una constante cos-
molo´gica, con la cual se puede generar la aceleracio´n co´smica actual. Adema´s, se puede considerar






por lo tanto, aparece la etapa en donde domina la materia y el universo comienza a desacelerar.
Cuando la curvatura es muy grande el potencial toma la forma:
V (σ) = Λi (3.67)
Resolviendo las ecuaciones de movimiento, se obtiene:
R ∼ Λi (3.68)
Considerando la curvatura pequen˜a, el potencial es:
V (σ) = 2R0 (3.69)
De nuevo se resuelven las ecuaciones de movimiento, donde se encuentra que:
R ∼ R0 (3.70)
Del anterior ana´lisis, se puede considerar el siguiente escenario cosmolo´gico:
El universo se inicia con inflacio´n, la cual es impulsada por la constante cosmolo´gica Λi; en esta
primera etapa, la curvatura es muy grande. Como la curvatura se vuelve pequen˜a, dicha constante
cosmolo´gica tambien se vuelve pequen˜a; posteriormente la etapa de dominio de la materia aparece
y el universo empieza a desacelerar; cuando la densidad de materia se vuelve pequen˜a y la cur-




El ana´lisis realizado a los modelos cosmolo´gicos estudiados en este trabajo, conducen a una
explicacio´n de la evolucio´n del universo y a una interpretacio´n acerca de la naturaleza de la energ´ıa
oscura; por lo tanto, se concluye:
En el re´gimen de pequen˜as curvaturas, los tres modelos presentan un universo con geometr´ıa
de-Sitter.
Al considerar un universo vac´ıo domina un tipo de energ´ıa de la forma de energ´ıa oscura,
cuya densidad y presio´n son determinadas por te´rminos puramente geome´tricos. Esto sugiere,
que de acuerdo con los modelos estudiados, la energ´ıa oscura esta´ intimamente ligada a la
geometr´ıa del universo. Esto es sustentable por el hecho de que para curvaturas grandes, el
para´metro de estado ω = −1, sin embargo, a medida que la curvatura empieza a decrecer, el
pa´rametro de estado ω empieza a aumentar.
Universos vac´ıos con curvatura constante, son dominados completamente por la energ´ıa os-
cura.
En el marco de Einstein las teor´ıas f(R) toman la forma de las teor´ıas escalar-tensor, en
donde surge un potencial V (σ) el cual so´lo depende de la geometr´ıa y la funcio´n f(R).
Para el primer modelo, las etapas de inflacio´n y expansio´n acelerada son predichas; donde
la inflacio´n es obtenida para potencias positivas de la curvatura escalar R y la expansio´n
acelerada para potencias negativas. El segundo modelo predice una etapa de desaceleracio´n
para curvaturas pequen˜as, siendo antecedida por una e´poca de expansio´n acelerada. El tercer
modelo predice la etapa de inflacio´n temprana que es conducida por una constante cosmolo´gica
Λi, seguida a esta etapa se pronostica una e´poca intermedia dominada por materia y la etapa
actual de aceleracio´n es predicha mediante una pequen˜a cosmolo´gica. Es importante recalcar
que el tercer modelo confirma la hipo´tesis de que la constante cosmolo´gica es una fuerte
candidata para ser la energ´ıa oscura.
Al realizar una transformacio´n conforme en los modelos f(R) se llega a al marco de Einstein,
donde surge un campo escalar σ; dicho campo escalar es del tipo de quinta-esencia. Cuando el
39
potencial V (σ) es mayor que el te´rmino cine´tico σ˙2 ocurre la aceleracio´n o inflacio´n temprana
como se puede notar en el modelo 1; por otro lado, el segundo modelo predice una etapa de
desaceleracio´n en el instante en que σ˙2 > V (σ).
Ape´ndice A






√−g(F (G,R) + Lm) (A.1)
Donde G es el invariante Gauss-Bonnet: G = R2 − 4RµνRµν + RµνξσRµνξσ. Variando A.1 respecto













































































































































































































































































































− 4(∇η∇µRνηFG) + 4∇2(FGRµν) + 4gµν∇λ∇η(FGRλη)]




















√−gFG[2δ(Rµνξσ)Rµνξσ +RαβκηRµνξσ{gσηgξκgνβδ(gµα) + gσηgξκgµαδ(gνβ)












































































































































































−2gµν(∇2FGR) + 8FGRνρRµρ − 4(∇η∇νRµηFG)
−4(∇η∇µRνηFG) + 4(∇2FGRµν + 4gµν(∇λ∇ηFGRλη)
+4(∇η∇σFGRµησν)− 2RµξσβRνξσβ]δ(gµν)











































































































































√−g[−FRRµν + (∇µ∇νFR)− gµν(∇2FR)δ(gµν)]
Tomando los te´rminos:∫
d4x
√−g[2(∇µ∇νRFG)− 2gµν(∇2FGR)− 4(∇η∇νRµηFG)− 4(∇η∇µRνηFG)
+4(∇2FGRµν) + 4gµν(∇λ∇ηFGRλη) + 4(∇η∇σFGRµησν)]δ(gµν)
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Se tiene: ∫
d4x
√−g[2(∇µ∇νFG)R+ 2∇νFG∇µR+ 2∇µFG∇νR+ 2FG(∇µ∇νR)
−2gµν(∇2FG)R− 2gµν∇λFG∇λR− 2gµν∇λR∇λFG − 2gµν(∇2R)FG
−4(∇ρ∇µFG)Rνρ − 4∇µFG∇ρRνρ − 4∇ρFG∇µRνρ − 4FG(∇ρ∇µRνρ)
−4(∇ρ∇νFG)Rµρ − 4∇νFG∇ρRµρ − 4∇ρFG∇νRµρ − 4FG(∇ρ∇νRµρ)
4(∇2FG)Rµν + 4∇λFG∇λRµν + 4∇λRµν∇λFG + 4(∇2Rµν)FG
4gµν{Rρσ(∇ρ∇σFG) +∇σFG∇ρRρσ +∇σRρσ∇ρFG + FG(∇ρ∇σRρσ)}
4{Rµρσν(∇ρ∇σFG) +∇σFG∇ρRµρσν +∇σRµρσν∇ρFG
+FG(∇ρ∇σRµρσν)}δ(gµν)]
Usando las identidades de Bianchi




∇ρ∇σRµρνσ = ∇2Rµν − 1
2
∇µ∇νR+RµρνσRρσ −RµρRνρ
∇ρ∇µRρν +∇ρ∇νRρµ = 1
2




En la expresio´n anterior se obtiene:∫
d4x
√−g[2(∇µ∇νFG)R+ 2∇νFG∇µR+ 2∇µFG∇νR+ 2FG(∇µ∇νR)
−2gµν(∇2FG)R− 2gµν∇λFG∇λR− 2gµν∇λR∇λFG − 2gµν(∇2R)FG
−4(∇ρ∇µFG)Rνρ − 2∇µFG∇νR− 4∇ρFG∇µRνρ
FG(−2∇µ∇νR− 2∇ν∇µR+ 8RµρνσRρσ − 8RµρRνρ
−4(∇ρ∇νFG)Rµρ − 2∇νFG∇µR− 4∇ρFG∇νRµρ










∇µ∇νR−RµρνσRρσ +RµρRνρ) + 4∇ρFG(∇µRρν −∇ρRνµ)
+4(∇ρ∇σFG)Rµρσν − 4∇σFG(∇σRνµ −∇νRσµ)]δ(gµν)
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Lo cual se reduce a:∫
d4x
√−g[2(∇µ∇νFG)R− 2gµν(∇2FG)R− 4(∇ρ∇µFG)Rνρ − 4(∇ρ∇νFG)Rµρ
+4(∇2FG)Rµν + 4gµνRρσ(∇ρ∇σFG) + 4(∇ρ∇σFG)Rµρσν − 4FGRµρσνRρσ
−4FGRµρRνρ]δ(gµν)






gµνF (G,R)− 2FGRRµν + 4FGRµρσνRρσ
−2FGRµρστRνρστ − 4FGRµρσνRρσ + 2(∇µ∇νFG)R− 2gµν(∇2FG)R
−4(∇ρ∇µFG)Rνρ − 4(∇ρ∇νFG)Rµρ + 4(∇2FG)Rµν + 4gµνRρσ(∇ρ∇σFG)
−4(∇ρ∇σFG)Rµρνσ − FRRµν + (∇µ∇νFR)− gµν(∇2FR)]δ(gµν)
Como δ(S) = 0 y en general
√−g y δ(gµν) son diferente de cero se tiene que:
0 = Tµν +
1
2
gµνF (G,R)− 2FGRRµν + 4FGRµρσνRρσ
−2FGRµρστRνρστ − 4FGRµρσνRρσ + 2(∇µ∇νFG)R− 2gµν(∇2FG)R
−4(∇ρ∇µFG)Rνρ − 4(∇ρ∇νFG)Rµρ + 4(∇2FG)Rµν + 4gµνRρσ(∇ρ∇σFG)
−4(∇ρ∇σFG)Rµρνσ − FRRµν + (∇µ∇νFR)− gµν(∇2FR)














Se procedera´ a realizar la demostracio´n de las siguientes identidades:




∇ρ∇σRµρνσ = ∇2Rµν − 1
2
∇µ∇νR+RµρνσRρσ −RµρRνρ (B.3)
∇ρ∇µRρν +∇ρ∇νRρµ = 1
2




1. Demostracio´n de la identidad B.1
Dada la identidad de Bianchi
∇ηRρτµν +∇νRρτηµ +∇µRρτνη = 0 (B.6)
Al multiplicar B.6 por gηρ se tiene:
∇ρRρτµν +∇νRµτ −∇µRντ = 0
∇ρRρτµν = ∇µRντ −∇νRµτ (B.7)
2. Demostracio´n de la identidad B.2
Multiplicando B.6 por gρη se obtiene
∇ηRητµν +∇νRητηµ +∇µRητνη = 0 (B.8)




∇νR = 0 (B.9)
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3. Demostracio´n de la identidad B.3
Usando B.1 se obtiene que:
∇ρ∇σRµρνσ = ∇ρ[∇ρRµν −∇µRρν ]
= ∇2Rµν −∇ρ∇µRρν −∇µ∇ρRρν +∇µ∇ρRρν
(B.11)
Usando B.2 en B.11 se obtiene:





Por lo tanto se deduce que:
∇ρ∇σRµρνσ = ∇2Rµν − 1
2
∇µ∇νR+ gµαgρδgνσ(∇[α∇ρ]Rδσ)
= ∇2Rµν − 1
2
∇µ∇νR+ gµαgρδgνσ[RξσRξδρα +RδϕRϕσρα]




4. Demostracio´n de la identidad B.4
Considerando la expresio´n
∇ρ∇µRρν +∇ρ∇νRρµ = ∇ρ∇µRρν −∇µ∇ρRρν +∇µ∇ρRρν +∇ρ∇νRρµ −∇ν∇ρRρµ
+∇ν∇ρRρµ
(B.14)
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y al aplicar B.2 en B.14 se obtiene





















[∇µ∇νR+∇ν∇µR]− 2RµρνσRρσ + 2RµρRνρ
(B.15)
5. Demostracio´n de la identidad B.5









Solucio´n de las ecuaciones de
movimiento








+ F (R)− η
2
∂µ∂
µφ− V (φ)− ξ(φ)G+ Lmatter
]
(C.1)

















gµν (−V (φ)− ξ(φ)G)
+ 2ξ(φ)RRµν − 4ξRµρRνρ + 2ξRµρστRνρστ + 4ξRµρσνRρσ − 2(∇µ∇νξ)R+ 2gµν(∇2ξ)R








Donde FR = F
′(R), y G = R2 − 4RµνRµν +RµνρσRµνρσ.
Asumiendo la me´trica FRLW espacilamente plana,












j , Ritjt = −a2(H˙ +H2)δij,
Rijkl = a
4H2(δikδlj − δilδkj), Rtt = −3(H˙ +H2), Rij = a2(H˙ + 3H2)δij ,
R = 12H2 + 6H˙, G = 24(H˙H2 +H4), otras componentes = 0
Asumiendo que φ so´lo depende del tiempo, la componente (µ,ν) = (t,t) en la Eq.(C.2), se obtiene
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gµν (−V (φ)− ξ(φ)G) = V (φ)
2
+ 12H˙H2ξ(φ) + 12H4ξ(φ)
2ξ(φ)RRµν = 2ξ[6H˙ + 12H2][−3(H˙ +H2)] = ξ(−36H˙2 − 108H˙H2 − 72H4)
−4ξRµρRνρ = −4ξgρβRµβRνρ = 4ξ(Rtt)2 = 36ξ(H˙ +H2)2 =




= −2ξgttgijgttgmnRtitmRtjtn − 2ξgttgijgttgmnRtimtRtjnt
= −4ξgttgijgttgmnRtitmRtjtn = −4ξδijδmn(H˙ +H2)2δimδjn
= −12ξ(H˙ +H2)2 = −12ξ(H˙2 + 2H˙H2 +H4)
4ξRµρσνRρσ = −4ξgµωgαρgησgνδRωαηδRρσ = −4ξgαρgησRtαtδRρσ
= −4ξgimgjnRitjtRmn = 4ξδimδjn(H˙ +H2)δij(H˙ + 3H2)δmn
= 12ξ(H˙2 + 4H2H˙ + 3H4)
−2(∇µ∇νξ)R = −2gµβgνα(∇β∇αξ)R = −2gµβgνα(∇β∂αξ)R
= −2Rgµβgνα(∂β∂αξ − Γλαβ∂λξ) = −2Rξ¨ = 12ξ¨H˙ − 24ξ¨H2
2gµν(∇2ξ)R = −2(∇ρ∇ρξ)R = −2gρβ(∇β∇ρξ)R = −2gρβ(∂β∂ρξ − Γλβρ∂λξ)R
= −2[gttξ¨ − gijΓtij ξ˙]R = −2[−ξ¨ − δijHδij ξ˙]R = (2ξ¨ + 6Hξ˙)R
= ξ¨(12H˙ + 24H2) + ξ˙(36H˙H + 72H3)
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4(∇ρ∇µξ)Rνρ + 4(∇ρ∇νξ)Rµρ = 4(∇ρ∇tξ)Rtρ + 4(∇ρ∇tξ)Rtρ = 8(∇ρ∇tξ)Rtρ
= 8Rtρ[∂ρ∂
tξ + Γtρη∂
ηξ] = −8Rttξ¨ = 24ξ¨H˙ + 24ξ¨H2
−4(∇2ξ)Rµν = 4Rtt(ξ¨ + 3Hξ˙) = −12(H˙ +H2)(ξ¨ + 3Hξ˙)
= −12ξ¨H˙ − 12H2ξ¨ − 36H˙Hξ˙ − 36H3ξ˙
−4gµν [∇ρ∇σξ]Rρσ = 4(∇ρ∂σξ)Rρσ = 4Rρσ(∂ρ∂σξ − Γλρσ∂λξ) = 4Rttξ¨ − 4RijΓλij∂λξ
= 4Rttξ¨ − 4Rija2Hδij ξ˙ = −12ξ¨(H˙ +H2)− 4gimgjnRmna2Hδij ξ˙
= −12ξ¨(H˙ +H2)− 4(H˙ + 3H2)δmnHδmnξ˙ = −12ξ¨(H˙ +H2)
− 12H(H˙ + 3H2)ξ˙ = −12H˙ξ¨ − 12H2ξ¨ − 12H˙Hξ˙ − 36H3ξ˙







δikδjl[−(H˙ +H2)]δkl = −4[−Hξ˙δij ](H˙ +H2)δij
= 12HH˙ξ˙ + 12H3ξ˙
1
2
gµνF (R) = −1
2
F (R)
−FRRµν = −FRRtt = 3FR(H˙ +H2)
∇µ∇νFR = gµαgνβ∇α∇βFR = gtαgtβ(∂α∂βFR − Γλαβ∂λFR) = ∂2t FR
−gµν∇2FR = −(∂2t FR + 3H∂tFR)













+ ξ[36H˙2 + 72H˙H2 + 36H4 + 12H˙H2 + 12H4
− 36H˙2 − 108H˙H2 − 72H4 − 12H˙2 − 24H˙H2 − 12H4 + 12H˙2 + 48H˙H2 + 36H4]
+ ξ˙[−36H˙H − 36H3 − 12H˙H − 36H3 + 12H˙H + 12H3 + 36H˙H + 72H3] + ξ¨[12H˙
− 24H2 + 12H˙ + 24H2 + 24H˙ + 24H2 − 12H˙ − 12H2 − 12H˙ − 12H2]− F (R)
2
+ 3(H˙ +H2)F ′(R)− 3H∂tFR + T
tt
2





(−R+ 6(H2H˙))− F (R) + 6(H˙ +H2)F ′(R)− 36(4H˙H2 +HH¨)F ′′(R) + φ˙
2
2
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2ξ(φ)RRµν = 2ξ(6H˙ + 12H2)giagjba2(H˙ + 3H2)δab =
δij
a2
ξ(12H˙2 + 60H˙H2 + 72H4)

















ξ[δiaδcdδjb2(H˙ +H2)2δadδbc + δ
jbδiaδcdδefδhkH4(δafδdk − δakδfd)
× (δbcδch − δbhδcd)]
(C.5)
Desarrollando la siguiente expresio´n,
δjbδiaδcdδefδhk(δafδdk − δakδfd)(δbcδch − δbhδcd) = δjbδiaδcdδhk[δafδdkδbeδch − δafδdkδbhδce
− δakδfdδbeδch + δakδfdδbhδce] = δieδchδjeδch − δieδchδjhδce − δihδceδjeδch + δihδceδjhδce
= 3δij − δij − δij + 3δij = 4δij ,












ξ[−δimδjn3(H˙ +H2)2δmn + δimδabδcdδjnH2(H˙ + 3H2)δbd
× (δmcδan − δmnδac)] = δ
ij
a2
ξ(−12H˙2 − 32H˙H2 − 36H4)
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2gµν(∇2ξ)R = −2gij(ξ¨ + 3Hξ˙)R = δ
ij
a2
[ξ¨(−12H˙ − 24H2) + ξ˙(−36H˙H − 72H3)]













+ ξ˙(12H˙H + 36H3)]
−4gµν [∇ρ∇σξ]Rρσ = −4δ
ij
a2















[ξ¨(12H˙ + 12H2) + ξ˙(12H˙H + 36H3)]







× δcdH3ξ(δabδef − δafδeb) = − 4
a2
ξ¨δiaδjb(H˙ +H2)δab − 4
a2
ξ˙H3(δijδcdδcd
− δidδcjδcd) = δ
ij
a2












F ′(H˙ + 3H2)













F ′′(−6H¨H − 24H˙H2)















































[36F ′′(H¨ + 4H˙H)2 + F ′′(6
...






















(2H˙ + 3H2) +
η
2





− F ′(2H˙ + 6H2)
+ 12F ′′(
...
H + 6H¨H + 8H˙H
2 + 4H˙2) + 72F ′′′(H¨ + 4H˙H)2 + pmatter
Ape´ndice D
Ecuaciones de movimiento para el
campo escalar φ
Al variar la accio´n C.1 respecto al campo escalar φ, con ayuda de las ecuaciones de Euler-
Lagrange (2.20) se obtiene:
η∇2φ− V ′(φ) + ξ′(φ)G = 0 (D.1)
Debido a que el campo escalar φ solo depende del tiempo, la componente temporal de (D.1) esta
dada por:
−η(φ¨+ 3Hφ˙)− V ′(φ) + 24ξ′(φ)(H˙H2 +H4) = 0 (D.2)
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